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ES Exercices axés sur le calcul

x
Vérifier 'existence et calculer les sommes suivantes :
D S= 3 o 2) 5= % # e S
v n=1 2"** ) a n=1 n(n+1) L noq n(n+1)(n+2)"
Y4

; ; 5 1
Soit (uy,))nen Une suite telle que uy = 0, u; = letuyy, = SUn+1 — U Pourtoutn € N.

Vérifier que la série ), u, converge et calculer sa somme.
nz=o0

Classique ¢

E +00 2
ustifier 'existencede S, = ), ot et calculer savaleur en admettantS, = ), — = —.
2 n2 i, — 6
n=1 n=1n

Indication : Introduire S; — S,.

1 1 1
Pour n entier supérieur (ou égal) a 2, on pose u,, —-2—=.
p (ou égal) p S m T e o

+00 1
Onnote {(3) = ——

n=1 "

etdonner la valeur de sa somme en fonction

1) Justifierla convergence de la série ),

n>2 ( )
de ('(3) +00

2) Montrer que la série de terme général u,, converge et calculer Y, u,.
n=2

. ’ . i 1
Soit x un réel strictement positif. Pour n € N, on pose a,, = ), —
k=0 ¥

1) Rappeler la valeur de Z —'
k=0 k!

2) Déterminer, selon la valeur de x, la nature de la série ), a,x™.
n=0

+00 +oo
3) En cas de convergence, calculer (1 — x) ( ¥ akx"> et en déduire la valeurde Y a,x*.
k=0 k=0

X

1) Justifier la convergence de la série Z
k>0

(-1)k
2k+1"

n
2) Soitn € N. Calculer, pour x € [0, 1], la somme Z (—1)Ex?",

_1\k
3) Enintégrant I'égalité précédente entre 0 et 1, montrer que Z (2k+)1 = 4.
=0



X

Pour n entier supérieur (ou égal) a 2, on pose :

1 1 1
Uy = —Z— 2t

n-—1 Vn \/n+1'

1) Montrer que la série de terme général u,, converge .

+00
2) Calculer ), u,.
n=2

Comparaison série-intégrale
n
Pour toutn > 1,onpose S,, = Y. Vk.
k=1

1) Préciser la limite de S,, quand n tend vers l'infini.

2) Pour k > 1, comparer fkk_l Vidt, vk et fkkH Vtdt.

3) En déduire un équivalent de S,, quand n tend vers l'infini.

Comparaison série-intégrale >

5 3 1
1) Montrer que la série ), n:;) est convergente.
nz2
k In(t)

+1 In(t) In(k) k
o ek S, T ik

3) En déduire que pour n et p entiers telsquep >n < 4,ona:

2) Pour k > 3, montrer que fk

t2

In(n+1) 1 In(p +1) 1 Zp: In(k) " In(n) - 1

(n+1)2+n+1_(p+1)2_p+1 ic® n? n

k=n+1

4) En déduire un équivalent du reste R,, quand n tend vers 'infini.

Pour n et k dans N*, on pose :

C1(k-1\" 1 k"
Uk =30\ Tk TRV SN &
La famille (up, i) (n k)enxn- est-elle sommable?
Indication : Calculer les sommes doubles.

Séries numériques
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¥E Exercices axés sur le raisonnement

Soita € R\ {0}. Pour n € N*, on pose u,, =

n¥+aqn’
Etudier la nature de la série de terme général u,,.
D’apreés Mines-Ponts PSI

Pourn € N, on pose :

114214 - +n! " 1!+ 2! 4 --- +n!
u, = e Vi =
n (n+1)! n (n+2)!
Etudier la nature des séries numériques Y, u, et ¥ v,.
nz=o0 nz=0
*
Pour x > —1 on envisage :
+00 1 1
S(x) = Z -=].
) (n X n)
n=1

1) Pour tout x > —1, vérifier que S(x) existe.
2) Vérifier que S est monotone sur |—1, +oo[.
3) Quevaut $(0)? S(1)? Plus généralement, que vaut S(k) pour k € N*?

4) Justifier que S admet une limite réelle ou infinie en +co et montrer que lim S = —co.
+00

~<

Soit 6 € 10, [.

’ : T sin(né cos(nf j
1) Montrer qu’au moins une des deux séries ), n®9) oy o cos8) \yest pas absolument
S n>1
convergente.
P sin(n@)
2) On suppose que la série ); —— est absolument convergente .
nz1
5 sin((n—-1)86
a) Montrer que la série ), (@18 ost absolument convergente.
n>1
cos(nf :
b) Montrer que ), cosB) est aussi absolument convergente.
nz1

¢) Que peut-on en conclure?



Séries numériques

Classique X

Soit (uy)nen+ Une suite réelle positive décroissante telle que la série ), w, converge.
nzi

1) Montrer que nu,, — 0.
n—0

2n
Indication : Considérer ) .

k=n+1
+00 +0o0
2) Montrer que ) n(u, — u,+q) existe et est égalea ), u,.
n=1 n=1
3) Application
+00
n(n—1)2n N
Montrer que n2=:1 ey 1.

& Exercices avec questions ouvertes

Soit ), u, et ), v, deux séries réelles convergentes.
nz1 nzl

1) Ensupposant que les deux séries sont a termes positifs, montrer que ), /i, v, converge.
n>1

2) On suppose dans cette question que pour toutn € N, u, v, > 0.

La série ), i, v, est-elle toujours convergente ?
n>0

D’aprés CCINP

Soit (4, )nen+ une suite de nombres réels.

1) On suppose que pour toutn € N*, u,, > 0.

Les séries ), u,et ), In(1+ u,) sont-elles de méme nature?
nzi nz1

2) On suppose que pour toutn € N*, 1 + u,, > 0.

Les séries ), u,et ), In(1+ u,) sont-elles de méme nature?
nz1 nzl
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